Poliedrele regulate-constructie geometrica si istorie

Poliedrele regulate se inscriu in sferd, ca si poligoanele regulate in cerc . Sunt 5 si fac o
armonie deplina cand intra in aceeasi sfera. Au fost gasite de greci si mai tarziu revazute de
marii maestrii, ca Diirer, Da Vinci, Kepler si mai tarziu de Euler si Gauss.

Pitagora, in sec 6 BC era mandru de gandirea sa avansata si avea ca emblema pentagonul
stelat. Plato (400 BC) le-a legat de filozofie si misticism-fara dodecaedru, iar Pappus (350
AD) le-a construit geometric. Euclid (300 BC), fondatorul principiilor geometriei clasice, in
cartea sa Elementele a definit si poliedrele regulate (cap 13-propozitiile 13-17)

Copie dupa Elementele-sec 2 AD, Euclid, portret de Ribera-1630
Constructia geometrica a dodecagonului-din Elemente.

laod

incep cu dodecaedron, sau dodecaedrul, care are 12 fete pentagoane regulate. Ca si
icosaedrul, fratele mai mic, se inscrie perfect in cubul-minune-verde, si are cate o latura pe
linia mediana a fiecarei fete.

Constructia geometrica-folosim geogebra 3D.



Se porneste de la latura cubului verde AB pe care se gaseste punctul C care Tmparte
segmentul-latura cubului Tn medie si extrema ratie

ﬁ=%=¢=1,618

AC B
laodecaedron = BC

Pe medianele fetelor cubului verde se construiesc cele 6 segmente-albastre care definesc
laturile de pornire ale solidului-dodecaedru.

KL=8 este latura cubului si WZ=3,056 este latura dodecaedrului

AC 4,944
BC 3,056

@

Tn planul UVW se construieste cercul si pentagonul regulat inscris UVSWT. Se repet3
constructia de 12 ori si apare solidul minune dodecaedrul. Are 12 fete, 20 de varfuri si 30
muchii deci:

V+F=M+2 12+20=30+2 (ecuatia lui Euler)
Varfurile solidului sunt
12 pe dreptunghiurile lungi cu latura mica (UV_WZ...) egala cu latura pentagonului=3.056.
8 -varfurile cubului mic-rosu, cu latura egala cu apotema pentagonului (5T=4.944))

Departarea varfurilor fata de centrul O este:



maxima=KL/2=4 (1/2 din latura cubului verde),
medie=ST/2=4.944/2=2.472 (1/2 din latura cubului rosu)

si mica=WZ/2=3.056/2=1.528 (1/2 din latura pentagonului)

1
mérimile 4-2.472 si 1.528 sunt in raport armonic @ — 1 — 7
A G118
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Se verific3 din geometria 3D ecuatia celebrd @* = @ + 1 sau d=1 +% sau
8x(1.618)=8x(1+0.618) sau 8=4.944+3.056, deci exact marimile din 3D

— AB=8 AC=4.944 BC=3.056=latura pentagonului=l;,qccacdron

AC=ST=4.944=latura cub rosu=l;.,sqedron
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sfera circumscrisa si decagonul regulat in proiectie ortogonala

c<

Raza sferei circumscrise este Pitagora in triunghiul AOD
0A? = 0D? + AD?

l l 3.056
R = (g (ot o O 3202 — 18334

R=4.2819 AB=x

4R* = (x(1+ @)  +x2 =x2(1+ (1 + @)2)
4R? = x2(30%) R= fo—

Tn triunghiul SZW

SZ= (J AB-apotema in pentagon

SW= @32 AB-diagonala in patratul fetei cubului

SW=diagonala cubului=diametrul sferei= @3 AB

R=0 ? AB=1.618§ (3.056)=4.282=0A




Coordonatele varfurilor

12-sunt varfurile celor 3 plane ce definesc sistemul de coordonate

¢ 1 ¢ 1
(ADCB-EFGH-1JKL) A(E ,0, ﬁ) D(E 0, — 2% )

8-sunt varfurile cubului mic-rosu @2
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s-a mentinut progresia geometrica cu ratia @ , care defineste tot solidul 3D T

$,1, 1/¢ (latura cubului mare-verde=8, apotema pentagonului=4.944, latura
dodecaedrului=3.056) (daca se divid la 4,944 se obtine progresia ®,1, 1/0)

Tn constructiile geometrice urmatoare se vede din nou constructia primara-de aur cu .. as.ca
diagonala 1n pentagon=latura cubului rosu-mic, [z —latura pentagonului=latura
dodecaedrului si triunghiul dreptunghic-spatiu, din care s-a calculat OA -raza sferei
circumscrise (diagonala cubului mic-rosu).
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Fig. 1 si Fig.2 sunt desenate acum 50 de ani, cand eram in clasa X, la 15 ani. Le-am desenat
cu rigla si compasul, pe o planseta de lemn, rabatabila, pe care am gasit-o in atelierul de
pictura al unchiului meu Alexandru Donici, mare maestru-cel mai bun pictor din Cdmpulung,
orasul meu natal. Precizia este uimitoare, comparabila cu tehnica moderna-din zilele
noastre.

Icosaedrul

Icosaedrul, are 20 fete, 12 varfuri si 30 muchii deci: V+F=M+2  20+12=30+2 (ecuatia lui
Euler)

Constructia

Se porneste cu latura cubului mare PQ, care se imparte in raportul de aur. Se obtine AP-
latura icosaedrului (AQ-latura dodecaedrului)

AT T T T T T T A

Pe sistemul 3D-X;Y;Z se construieste cubul mare-verde si se duc pe medianele fetelor
segmentele FC=DE=VW=UX=AB=YZ=latura icosaedrului. Obtinem cele 12 varfuri si cele 3
plane-dreptunghiuri de aur-2 verticale si unul orizontal.



se construiesc planele de simetrie cu dreptunghiurile de aur-2 verticale si unul orizontal

R =licos =4.702

10+2v5
4

Raza sferei circumscrise in triunghiul 0ACs 0A? = 0Cs* + ACs?
diferite vederi ale icosaedrului cu schimbarea directiei de vedere



Coordonatele varfurilor

VW=4,944=1/UV=8= ¢ /0(0,0,0)
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12-sunt varfurile celor 3 plane ce definesc sistemul de coordonate
(ADYZ-EFCD-UVWX) A(—3,0, - % ) D(— % ,20)
(directia axelor si semnul-la fel ca la dodecaedru)
s-a mentinut progresia geometrica cu ratia @ ,
care defineste tot solidul 3D (1, ¢)

FC=4.944 latura cubului=8

(daca se divid la 4,944 se obtine progresia (1, ¢)

¢
N\

L=\/OA2=\/(—§— 02+ (0—0)2+ (-2 -0)2=2/p7 +1=0951=22

4,944 2 4,944

(Acelasi rezultat obtinut si la dodecaedru)
mai jos este constructia icosaedrului, cu rigla si compasul

(realizata cand aveam 15 ani-clasa a X a)
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FACES VERTICES EDGE

TETRAHEDRON CUBE OCTAHEDRON
4+44-6=26+8-12=28+6-12=2 -

DODECAHEDRON ICOSAHEDRON
12+420-30=2 20+412-30=2

Despre sferele circumscrise

o
W

Din calcule si prin constructia 3D, se vede diferenta dintre cele 2 sfere. Cea mare-
exterioara-icosaedru (R=4,702) si cea mica-verde-dodecaedru (r=4,282).

IJ-latura dodecaedrului=3,056 si FG=latura icosaedrului=4,944 (latura cubului=8)

Deci, daca construim din cubul mare initial cele 2 solide, acestea 2 nu se inscriu in aceeasi
sfera. Cele 2 sfere circumscrise sunt aratate diferite, prin constructie si calcul
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V3
(U)r= 0L 1, 4=R=L, V10025 licos, O5 (NS _ 4 400
5 ‘dod Lcos 4 lagod V10+2v5 J10+2v5 '

4

Daca egalam razele, raportul dintre cele 2 laturi-icosaedru si dodecaedru nu mai este

1,618= ﬂ . Deci se poate construi o sfera care sa cuprinda cele 2 solide, dar raportul lor
este diferit de constructia de fata-obtinuta prin cubul mare cu latura 8.

Cele 5 solide construite de Matila Ghyka (1881-1965) in cartea The Golden Number-1931
k

e

Cele doua solide-dodecaedrul si icosaedrul, care sunt duale, infratite; dintr-unul se
construieste altul, caci laturile lor sunt in raport de aur intre ele si apoi cu latura mare a
cubului l4. Dacd se cunoaste una dintre ele se construiesc celelalte doua, caci la raportul de
aur avem 3 marimi: mare, mijloc si mic-cel mare cu cel mijlociu si cel mijlociu cu cel mic sunt
in acelasi raport de aur=1.618= 0 (l,, as si ls).
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n plan se vad triunghiul si pentagonul regulat inscrise in cerc, cu raportul laturilor 1,473

Am pornit constructia 3D cu laturile OP (dodecaedru)=0,7136 si RS (icosaedru)=1,0514 care
sunt in acelasi raport (1,473) ca si (surorile) similare din 2D (latura pentagonului AB=4 si
latura triunghiului echilateral LN=5,893). Suma lor este OP+RS=1,765 egala cu latura cubului
(nu mai suntin raport de aur ca in constructia precedenta). Se obtin 2 sfere diferite cu razele
r=0,9519-pentru dodecaedru si R=1,0272-pentru icosaedru (cele 2 cercuri verzi mic si mare).
Ar trebui sa obtin aceeasi sfera cu raza 1 (raportul 1,473=l-icos/I-dod este din ecuatia (1)de
egalitate a razelor Rsir)

Faptul ca sunt 2 sfere diferite circumscrise, arata ca nu se poate construi aceeasi sfera
pornind de la constructia unui singur cub (cu latura de 8, in geometria de la inceput).
Tncercarea constructiei, pe acelasi cub, cu latura de 1,765-mai sus, aratd la fel,
imposibilitatea constructiei in aceeasi sfera-razele sunt diferite.

Cum sa le inscriem in aceeasi sfera?
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pornim de la cubul ABCDEFGH cu latura 8 si luam pe liniile mediane SR=UV=4,944=[ icos

Lcub B BC B 8
licos ~ RS 4,944

=1618= 0

Obtinem raza sferei circumscrise 05=4,7022

(o4
n cazul pentagonului, cu latura AB=3,056 se obtine raza OA=4,2819 (mai sus stanga)

0,81
4, 7022 Licos R
c =1 1= =T
49819 098 Togs
D C N Q
U
> EEmEEmma i ) SN
K 12 // Y
4,94 ;
i 4. i‘g_m = 0981
B 41,5021 \
016 2819 4,944
Flm E sl R
G080
1 L~ - AN
LN == 1,0981 Bi] |,
3, bd2o 1
P~ W
A R B P
o

Mai sus avem o sectiune pe un plan median al cubului unde apar cele 2 laturi dodecaedru-
cu rosu-diametrul cercului rosu si raza rezultata 4,2819=EJ. Apoi icosaedrul-cu albastru cu
latura initiald HI=4,944=A1B1, care obtine raza sferei circumscrise EH=4,7022=RA1.
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Solutia este sa reducem constructia initiala (cub ABCD-latura 8/ icosaedru cu latura
HI=A1B1=4,944/sfera circumscrisa R=4,7022=RH=RA1) la alta constructie redusa, un cub
redus, concentric cu cel mare-rosu UVWZ cu latura 7,285/un icosaedru cu latura redusa
KL=C1E1=4,5021/0 sfera concentrica cu raza redusa 4,2819.

reducere de la R=4,7022 la r=4,2819 R-EH 37022 1,0981
r Ej 4,2819

b == %~ 1,0981

reducere de la Lcub=8 la Icub=7,285 =
L cub uv 7,285

Licos HI Al1B1 4,944
— = —=—=——=1,0981
licos KL

reducere de la L icos=4,944 la | icos=4,5021 =
ClE1  4,5021

reducerea 1,0981 (9,8%) va aduce varfurile icosaedrului mare-pe cubul cu latura 8, pe
sfera mai mica, cu raza de 4,2819, care cuprinde dodecaedrul initial cu latura de 3,056.

Tncepem constructia cubului redus-verde concentric cu cel mare-rosu

Obtinem raza redusa a sferei 4,2819

pentagonul-rosu in dodecaedrul -cubul initial-rosu cu latura 8 si triunghiul echilateral-
albastru in icosaedrul cu latura redusa in cubul redus-verde, cu latura 7,285 concentric.

(figurile urmatoare)
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fera, cu raza 4,2819

~

~

Constructia finala cu cele doua solide duale

inscrise in aceeasi s

se vad cubul mare-rosu cu latura 8 care cuprinde dodecaedrul cu latura 3,056

cubul mic-verde, concentric, redus cu latura redusa 4,5021
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proiectii ortogonale

1/



cubul Tnscris in sfera-rosu, are laturile egale cu apotema-diagonala pentagonului=4,9502
(o mica eroare fata de 4,944). Raza sferei 4,282 (4,2819) apare mereu

Proiectii ortogonale si spatiale
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Cubul, tetraedrul si octaedrul regulat, inscrise in sfera

2 tetraedre regulate intersectate Tnscrise in acelasi cub si impartirea cubului in 6 piramide
egale ca volum

un cub si octaedrul nscris in sfera cu raza 6,9282

(dreapta)- incepem constructia in sfera cu raza R=0OH=4,2819 (4,2816), folosita anterior
pentru dodecaedru si icosaedru

Cubul si octaedrul sunt duale si din cub rezulta octaedrul, daca se unesc centrele fetelor
(cubul are 6 fete si vor rezulta 6 varfuri ale octaedrului) ca si la dodecaedru si icosaedru.
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Cubul verde, de pornire are latura 4,944 egala cu apotema pentagonului din constructiile

) 4,944
anterioare .

=1.618= 0

056
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T

Construim Tn aceeasi sfera (R=4,2819) icosaedrul -acelasi din constructiile anterioare-cu

latura 4,5021-inscris in cubul redus cu latura 7,285 (de la 8) %08251 =1618= 0

Pentru constructie, respectam regula de aur, latura cubului/latura icosaedrului=1,618

21



proiectie ortogonala si 3D

U
tetraedrul inscris violet

octaedrul inscris maron
cubul mare (1=7,285)
cubul inscris-mic (1=4,944)

icosaedrul inscris (1=4,5021)

22



raza sferei=R=4,2816

. a . a . .U . . .
vedere 3D cu 4 solide Tnscrise in aceeasi sfera-lipseste dodecaedrul-din motive tehnice-
prea multe linii (nu se mai vad bine solidele)




proiectie ortogonald cu cele 4 solide: icosaedrul-violet, este ca un hexagon regulat,
tetraedrul-albastru, inscris in cubul verde (latura 4,944-apotema pentagonului-4,5023-cu o
mica eroare), octaedrul-maron, cu varfurile T,U si cercul mare al sferei circumscrise cu raza
4,2816. Cu maron apare si cubul mare de pornire-redus cu latura 7,285 (de la 8), pe care am
construit icosaedrul cu latura redusa de la 4,944 |a 4,5021.

Euclid (300BC) in cartea sa Elemente a definit constructia dodecagonului regulat. Astfel el
a pornit cu problema rezolvata si a construit pas cu pas elementele geometrice. Luam 2
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fete pentagonale cu laturile pe medianele fetelor cubului (S4T, si D4E4). Stim ca in cubul
mare-rosu, latura dodecaedrului si apotema pentagonului sunt in raport de aur

M4_Q4 _ N4_P4 _ [e 7% _ 4,944 _ lcub _ 8 _ S3R3 _ AB _ AC _
SaTs  DaEs  lgod 3,056  licos 4944  P,Q, AC  BC

%)

Am ales cubul mare-rosu cu latura 8 si cubul mic-verde cu latura 4,944-ca in constructiile
anterioare (jos-stanga)/dreapta -jos-constructia lui Euclid din Elemente

ol

Construim cu geogebra, acoperisul-pe cubul verde format de apotemele pentagonului si
obtinem latura pentagonului-dodecaedru Z;W5; = BsCs = D,E, = 3,056

Pentru a obtine Z;W; se construieste triunghiul albastru W5CsV, cu ipotenuza

(1,7961=W5V, =indltime in triunghiul isoscel W;N,P, ) si cateta CSV4=0,9493=%BSC5 =

4,944-3,056

- deci W5Cs = Z3Bs = 1,528 = JW3V42 — CsV,2

(pe linia mediana U,V, se pune la mijloc latura pentagonului B5Cjs si se obtin punctele-
picioare Bs si Cs, din care se ridica cateta CsWj; si cateta BsZ5 ,ca in constructia lui Euclid.
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Se repeta constructia (acoperisului) pe restul de 5 fete si avem muchiile D,E,/AsZ,
..... care se unesc cu varfurile cubului de pornire verde si avem dodecaedrul complet.

Constructia icosaedrului-dupa Euclid
Ca si la dodecaedru, pornim de la constructia rezolvata

Tn mai multe proiectii -de sus si laterale se observa propriettile solidului. Vazut de sus, o
piramida cu baza pentagonul regulat, cu latura=l icos. Un cilindru-rosu, sub el alta piramida
cu baza acelasi pentagon, dar defazat cu 36 grade, astfel ca apar varfurile unui decagon
regulat(vederea de sus stanga). Sfera circumscrisa-verde trece prin varfurile piramidelor
pentagonale-vedere mijloc. Cubul mare-rosu, nu se va mai folosi.
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in cilindrul-rosu, cercurile de baza au raza r=C;B;=3,83=C;H;=Iniltimea-generatoarea
cilindrului

diferite proiectii-la mijloc se vad laturile de pornire-pe medianele fetelor din cubul mare-
rosu

mai jos coordonatele varfurilor, daca se considera latura solidului=1 (in constructia de sus
este A;B;=4,5021, in cercul cilindrului de sus cu centrul in C;)

uin,—2.3) Cig 5.0
Vio.Z5) Bl 3200
wi-2.2.-5 E- 2 —3.0)
X0, - 2. -1y . Fib, — 2.0
YEL0.5)

z[—&.n,gj

A= 0 3)

BE.0.- )
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QZ={5§=R,— P 45021 !
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h
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QIL=R

QL =R
Q\C, = L10 = H,
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Din geometria pentagonului-in plan-dreapta sus avem constructia pentagonului-dupa
Ptolemeu si ecuatia celebra 1% = lg> + L3> sau DK? = DO? + K0O?

Apotema pentagonului OP = R?g latura pentagonului AB = R 10+2\/§: RE

Diagonala EC si latura AB sunt in raport @ = % diferenta PG = 0G — OP =R (1 - g) =
JiZ  intriunghiul albastru Q/;Z. Din calcule, Pitagora, rezulta QJ; = R =Tinaltimea
cilindrului

Deci cilindrul rosu are indltimea-generatoarea egala cu R-raza cercurilor de baza (C;B; =
3,83)

Varfurile piramidelor-pentagonale- R si @ delimiteaza sfera circumscrisa-verde, cu
diametrul RQ;.

Fig. 1-3 arata o proprietate remarcabila, legata de numarul de aur

Cum se inscrie un pdtrat intr-un semicerc? Problema este rezolvata la studiul pentagonului.
Fig. 2 arata patratul-albastru nscris Tn semicercul cu centru O si diametrul sferei
circumscrise

QR = C;H; + C;Q4 + RH; =3,83+2,3669+2,3669 (DB=EF+DE+BF in Fig.3)

Fig.3 arata rezolvarea grafica a problemei. (prin Pitagora)

Se da cercul (O,R)-centrul O, diametrul AB. Se construieste triunghiul BCD cu laturile R si 2R
.cercul-rosu circumscris
triunghiului BCD are
diametrul BD=2RV5 apoi cu R V5
centrul in O1 se construieste ’
EF=BD/2 ca latura a patratului BR= % =2,2112=0QA v S5 y
EFGH fnscris in cercul mare- X L
rosu. Se transpune prin A
proiectii patratul rosu IJLM in B 35777
cercul de baza albastru initial JA=—= X

si problema este rezolvata.

Aa2 a constructie-cu teorema B 22112 JBiSiod Q
catetei (AL) cu proiectia i
AJ=AB/5. Se Tmparte AB in 5 H
parti egale si rezulta patratul
albastru RQUV inscris in cerc. G

AL=UV=RQ=VR=UQ=x

AL = () (aB) = FF

5

(2R) =2

22112 \a
Joa=16

<8

UV=QR=x si BR=AQ=1/x
(Fig.5)

S8
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_ 3,5777 v R 0D
~ 2112 BR 1l DL
Aceeasi situatie se gaseste in geometria 3 D a icosaedrului Fig.4 si Fig.2-5

Patratul albastru cu latura egala cu raza cercului pentagonului (R=3,83) se inscrie in cercul
mare, unde Q1R este raza sferei. Varfurile piramidelor-cu baza pentagoane definesc pe
diametrul sferei (Q1R) aceeasi configuratie ca in Fig.2-5. (patratul se Tnscrie Tn semicerc)

L10 (latura decagonului regulat-geometria pentagonului)=2,3669=C1Q1=H1R si la mijloc
C1H1=R=inaltimea cilindrului=raza cercului circumscris pentagonului de baza.

4 SOLIDE regulate-fara dodecaedru, cu valorile laturilor, inscrise in aceeasi sfera-cubul de
pornire-rosu (1=7,285)

Se observa in 3D, cum cubul -rosu si verde definesc constructiile celor 4 solide. Cubul rosu
sustine icosaedrul (violet). Cubul verde este cel inscris in sfera. (acest cub sustine 8 varfuri
ale dodecaedrului) Tetraedrul albastru se inscrie in cub-pe diagonale. Dodecaedrul lipseste,
ca si cubul mare cu latura de 8, folosit in constructiile anterioare.

9—\
E D | B_V6
x 2
x \| op_oc
DG BC
A G B
"o R_RV5
z 2R
Fig.6

(Tn Fig.6 alta constructie a patratului inscris in semicerc, mai eleganta-triunghiul OBC cu
catetele R si 2R.Ipotenuza OC taie cercul in varful cautat D, care defineste patratul DEFG)
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Revenim la geometria 3D a icosaedrului

Inclinarea fetelor laterale-pe suprafata cilindrului Fig.7

Fetele laterale-10,
alterneaza-Qldefazat cu 36
grade, ca dintii unui
ferastrau. Vazute de sus-
din varful Q,, definesc
varfurile unui decagon
regulat (5 sus si 5 jos). Fata
A1B1Q este inclinata spre
exterior cu unghiul
ZQJ,=10,881 grade. J; se
deplaseaza spre interior
catre Z pe directia J;C; cu
inclinatia din figura.

Din calcule rezulta
indltimea cilindrului egala
cu=h=QJ; =raza cercului
circumscris pentagonului.

Triunghiul Q4 C; B verifica
ecuatia celebra 152 = 162 + 1102 QiB;* = C;B;* + Q,C,?

Toata geometria este in jurul pentagonului si a numarului de aur $=1,618
Sa concluzionam constructia lui Euclid:

sa se construiasca un icosaedru cu latura Ig

215

V10-2v5

-se construieste un cilindru-rosu cu cercurile de baza R= si Tnaltimea h=R
5
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-se construiesc 2 conuri-verzi, pe bazele cilindrului cu Tndltimea-generatoarea 1y

1o este latura decagonului inscris in cercul cu raza R. se obtin varfurile (Q-R)

-se construiesc pentagoanele sus si jos, cu latura I5, defazate cu 36°ABCDE si A;B,C; D, E;

(avem valorile R=3,83=h cilindru, [5=4,5021 si 1;,=2,3669)

icosaedrul cautat

=
-se unesc varfurile pentagonului de sus cu cele ale pentagonului de jos si rezulta

-fetele-dintii ferastraului, ABA; sunt inclinate fata de planul vertical dintre bazele
cilindrului cu unghiul a= 10,811°. (triunghiul QJ,Z tga=%) (Fig.7)
1
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(stanga-dodecaedrul, dupa metoda lui Euclid-fetele laterale pentagonale)

Cele 5 poliedre inscrise in aceeasi sfera (stanga-dreapta) cu laturile lor si raza sferei.
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Cele 5 poliedre inscrise in aceeasi sfera cu laturile lor si raza sferei.

Cub mare-de pornire rosu (pentru dodecaedru)(8)/cub redus-(pentru icosaedru 7,2852)/R
sfera (4,282)

Dodecaedru(3,056)/icosaedru (4,5025)/cub-verde mic inscris (4,944)/tetraedru-maro
(6,993)/octaedru-negru (6,0557)
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proiectie ortogonala cu dimensiunile poliedrelor

ii\\

X

K

N
:

N\

Icosaedrul-albastru (varfurile sunt un decagon regulat)-dreapta. Dodecaedrul-rosu
(varfurile sunt un decagon regulat)/pentagonul inscris in cercul rosu in adevarata marime
(3,056). Se vede dreptunghiul albastru si cele 2 varfuri ale icosaedrului, ca in constructia lui
Euclid. Fetele icosaedrului-triunghiuri pe fata cilindrului sunt inclinate cu 10,811 grade
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Proiectii si vederi diferite, izometrice (unghiurile axelor egale) cu valorile calculate de
geogebra-cu 4 zecimale exacte.

Aplicatii practice
1. Sa se construiasca un dodecaedru regulat pe un cub cu latura de 5 cm

-sa consideram metoda mai eleganta, legata de geometria cubului

construim pe segmentul AB=5 (cm) punctul C astfel ca % = g =@ =1,618 avem

segmentul AC=3,0902 si BC=1,9097 (latura dodecaedrului)
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-construim cubul rosu de pornire cu latura AB=5
-pe mediana fetei cubului luam DE=1,9097/la fel PO=1,9097

-se construieste cubul verde-mic cu latura apotema pentagonului (3,0902=1,9097x1,618)

(varfurile cubului unesc apotemele-diagonalele fetelor pentagonale)

Avem R sfera=2,6761 r ‘
D
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2. Sa se construiasca un dodecaedru regulat cu latura de 5 cm, folosind metoda lui Euclid

(construim acoperisuri pe fiecare fata a cubului verde)

-consideram latura data la pentagonul de pornire AB=5
-construim EC=5x1,618=8,0902 (diagonala)

-pe EC se construieste cubul verde-intermediar

-se ia pe mediana MN latura data NR=5=AB

-se ridica perpendiculara-verticala din piciorul Q
-triunghiurile EDC si UJK sunt egale A

-se duce in planul median vertical triunghiul UQN

UN =SD=2,9389 si se obtine varful cautat U, deci QU=2,5 este inaltimea acoperisului
(Euclid)

-se duce UV=QR=5 si obtinem latura dodecaedrului UV pentru fata cubului IJKL

-se repeta constructia acoperisului pe fiecare fata L

Raza sferei R=7,0063
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3. Sa se construiasca un icosaedru regulat cu latura de 5 cm, folosind metoda cubului

-consideram latura data la pentagonul de pornire AB=5

-construim EC=5x1,618=8,0902 (diagonala)
-pe EC se construieste cubul verde-intermediar
-se ia pe mediana cubului latura data PQ=5=AB

-se construiesc cele 6 laturi pe 6 fete

-se unesc toate varfurile

Raza sferei R=4,7653
4. Sa se construiasca un icosaedru regulat cu latura de 5 cm, folosind metoda Euclid
-se construieste pentagonul ABCDE cu latura 5

-se construieste cilindrul cu inaltimea OF=R=4,2533
-pe bazele cilindrului se construiesc cele 2 pentagoane
defazate cu 36°

-se construiesc varfurile conurilor Ky, L4,

(K1F = L,0 = 114=2,6287=latura decagonului/K;L; = R + 2l;,)
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4.2533

.

Raza sferei R=4,7657

Despre CUB

Dupa cum s-a vazut, in toate constructiile geometrice, cubul apare mereu si chiar de mai
multe ori, la acelasi poliedru. Pentru ultimele 2, cele mai deosebite, apar cubul mare-de
pornire-rosu si cubul mic-verde. Cubul este o structura, un schelet pentru celelalte 4, caci
fara el, cu mare greutate si lipsuri se pot defini.

Tnchei geometria poliedrelor cu o ultima problema-legata de cub, de acum 50 de ani, cind
ma pregdateam pentru examenul de intrare la Arhitectura. lata problema:

Dintr-un cub se scoate un alt cub, 1/8 din volumul sau. Se sprijind pe 2 varfuri opuse
diagonal, ca in figura urmatoare, prezentata in proiectie izometrica (axele egal inclinate la
120°). Se cer vederile laterale .
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Aceasta problema mi-a dat batai de cap, si nu m-am ldsat pana nu am rezolvat-o. Mai mult,
am taiat un cub din lemn, I-am scobit si am tdiat un alt cub mai mic, ca in figura de la examen.
Ca sa verific rezultatul geometric, ma delectam cu volumele de lemn, taiate la precizie.
Aceasta provocare, problema nu este deloc usoar3. Tti trebuie o experientd geometrica si o
viziune Tn spatiu deosebita, care nu se invata in scolile noastre. Faptul ca s-a dat la examenul
de admitere, era un abuz facut de profesorii comunisti, care pregateau acasa copii de
demnitari, pe bani grei. Acestia erau pregatiti de ei si stiau dinainte subiectele de examen si
intrau fluierand. Eu, din nefericire, am cazut la examen, desi stiam geometria conicelor,
geometrie proiectiva si ma jucam cu suprafetele complexe si visam toate formulele la
trigonometrie si algebra. Am gresit la un semn si m-au picat frumos la examenul din vara.
Tn toamna nu mai erau locuri la Arhitecturd si am schimbat cu Politehnica unde am intrat
primul! E

C

lata singura vedere care era la examen. Aparea cubul mic sprijinit pe diagonala LI, pe
colturile L,I ale cubului mare.(Ol,OL,OR sunt linii intrerupte)

lata problema rezolvata:

Cu geogebra am obtinut vederea laterala (dinspre diagonala BD, pe directia LI)
Triunghiurile albastre sunt pentru a arata geometria cubului mic rotit (70,529°) in jurul
diagonalei LI, pana ce varful R atinge varful cubului mare, care a fost scobit.

Triunghiurile OTU se roteste in jurul centrului O (se vad cercurile de rotatie), pana ce varful
cubului mic R se asaza exact peste varful (R) al cubului mare. Dreptunghiul MRSK da conturul
cubului rotit, care se sprijina pe varfurile |, L.

Proiectia din dreapta era cea ceruta la examen, destul de dificila pentru cei care nu au
viziune spatiala. Coruptia din comunism reusea sa introduca si la examene elevi nepregatiti,
care deveneau arhitecti...se promova, ca si azi nepotismul (aluzie la societatile, asa zise
democratice)
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lata rezolvarea problemei, cu rigla si compasul, cand aveam 15 ani!

{7
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Cubul si Biblia

Biblia defineste 4 dimensiuni, largimea (platos), lungimea (mekos), adancimea (batos) si
indltimea (hupsos), cand Apostolul Pavel descrie starea plinatatii , desdvarsirii omului
dinduntru care si-a predat viata Tn mana Domnului.

Hristos sa locuiascad in inimile voastre prin credintd, pentru ca avdnd raddcina si temelia
pusa in dragoste, sa puteti pricepe impreund cu toti sfintii, care este Idrgimea, lungimea,
addncimea si indltimea. (Efeseni 3,18)

B

inaltimea
(hupsos)

o lungimea (o
largimea —/ (mekos)
o—{platos) //
¥ 4
adéantimea
(batos)

D

/
<

vedere-hexagon vedere-patrat

Cubul vine din patrat, are 4 colturi, ca si punctele cardinale. Faptul ca el cu cele 3
axe defineste spatiul tridimensional, in care noi traim, il face deosebit. Grecii si savantii
Renasterii I-au definit ca simbolul pamantului, dupa cum vedem in desenele lui Kepler.
Vedem ca Biblia aduce o dimensiune in plus fata de sistemul 3D, definit de Descartes, in sec
XVII. Largimea-platos apare in Biblie de 4 ori. Prima in Efes,3,18 apoi de 3x in Apocalipsa
20,9 si 21,16. Ldrgimea este deosebitd caci poate intra in cele 3 directii-axe A,B,C, ca un
burghiu care largeste gaura in directii diferite. Se refera aici la largimea inimii, la
dimensiunea iubirii si dragostei, la care noi toti suntem chemati. in Vechiul Testament, larg
si largime apare mereu, in psalmii lui David sau la profeti.
Ldrgesti drumul sub pasii mei si picioarele mele nu se clatina (2 Samuel 22,37)
Scoate-ma la loc larg, cand sunt in stramtorare (Psalm 4,1)
Tmi vei pune picioarele la loc larg (Psalm 31,8)
Domnul m-a ascultat si m-a scos la larg (Psalm 118,32)
Voi umbla in loc larg (Psalm 119,45)
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Problema

Se taie o sferd in 2 pdrti egale. Una din semisfere se taie in 4 pdrti egale, care prin gravitatie
rdmdn pe masd, atingénd planul mesei in 4 puncte de tangentd. Se aduc prin translatie cele
4 optimi de sferd pdnd ajung in contact, doud cdte doud. Se cere vederea finald cu cele 4
corpuri simetrice si tangente intre ele.

Fig.1

Fig.2
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Presupunem problema rezolvata (se taie o portocala in 2, apoi in 4-figurile de inceput)
Constructia primei piramide-primul sfert de semisferd

Se considera (Fig.3) tetraedrul OABC cu varful O in centrul sferei si razele OA=0B=0C=4.
Piramida OABC ne aminteste de cubul din problema precedenta. Fetele laterale sunt
triunghiuri dreptunghice isoscele si baza ABC este un triunghi echilateral cu latura

A 3
AB=BC=AC=0A/2=5,657. Inaltimea CD=AB\/2—_=4,899, deci raza cercului circumscris

2
(C0,)=CD §=3,266. Sa aflam indltimea piramidei 00,

Triunghiul 00,C 00,% = 0C% — 00,% obtinem 00; = 2,309 si EO; = 4 — 2,309 =
1,691

Am definit astfel un sfert din semisfera (1/8 din sferd) (Fig.1-5)

Fig.4 Fig.5

Mai departe

Se roteste cu 90° piramida OABC in jurul axei verticale (t) si avem piramida 0, C B, (Fig.6-
7)

Fig.7

AB; taie pe BCin X. OX taie|cercul (c) in T. cercul (c) are centrul in O si raza OB=0C=4
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Dupa rotatie, planul albastru (q) cuprinde muchiile OA, si cea rotita O, B; linia B;Asi
punctele X, T

Fig.8 Fig.9
Fig.10
A
C
B [o3
:
A1 B1 ;
Fig.8-se vede rotatia triunghiurilor de baza si punctele X,T. (Fig.9 notatia este putin

diferita)

Fig.7-se vede planul (q) si punctele de intersectie X, T si muchiile AO, 0,B;, B;A pe aceeasi
dreapta (q)

Cercul (c) cu centrul O, se vede in adevarata marime (Fig. 10 este vazuta pe directia
perpendiculara pe fata OAB din Fig.8))

Se duce si cercul rotit (¢;) pe fata rotita 0;A4,C, cu centrulin O,
Se vad punctele A, X,Y, B; coliniare Fig.3-4

Fig.12

P

Pentru usurinta-figurile rotite sunt cu rosu (Fig.14)
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Fig.14

B;A taiepe A;C inYsi0,Y taie cercul (c;)in G, simetric cu T fatd de verticala (t)-
Fig.14-15

Fig.16

Fig.16-vedere normala pe directia OA-cercul (c) se vede in adevarata marime

Fig.17-vedere normala pe directia 0,B;-cercul (c;) se vede in adevdrata marime
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Fig.18

Fig.18 segmentul GT=0,299
Cercurile (c) si (c;)sunt simetrice fata de (t) cu % = 0,150

Pentru rezolvarea finala, translatam figura rotita cu GT

(GT=.299)

Fig.19

Fig.21

s-a obtinut punctul de tangenta T (G s-a translatat in T cu GT Fig.20-21)

Fig.22

Fig.23
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dupa ce am obtinut cele 2 piramide cu cercurile tangente (Fig.20-21), construim sectoarele
de cerc pentru cele 6 fete (Fig.22), apoi prin simetrie cu planele verticale mediane obtinem
celelalte 2 corpuri simetrice si tangente 2 cate 2 (Fig.22-23).

(Fig.24). (Fig.25)

Planele fetelor-albastre simetrice fata de axa de simetrie (Fig.24)

Fig.25 Fig.26

Ajungem la constructia finala (Fig. 26) care ne duce la proiectul initial (Fig.25)

Figurile de Tnceput (Fig.1-2) sunt realizate cu rigla si compasul, cand eu aveam 16 ani si
studiam geometria conicelor si afinitatea cerc-elipsa. Aceasta problema frumoasa, a fost
printre testele de admitere la Arhitectura-pe vremea comunistilor, ca si problema cubului
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mic, scos din cubul mare (prezentata la Poliedrele regulate). Aceeasi poveste, delicata si
trista, profesorii din comisia de examen, comunisti, pregateau elevii preferati acasa si la
examen, acestia stiau subiectele si intrau la Arhitectura. Vedem din nou coruptia si
nepotismul din societatea comunista, care s-a extins acum si in lumea, asa zisa libera!

Am rezolvat problema fara computere, cu rigla si compasul, folosind afinitatea dintre cerc
si elipsa (Fig.26)-problema rezolvata, acum 50 de ani, cand eram elev in clasa 11.

Sa urmarim procedura geometrica, pas cu pas

-se construieste primul corp (stanga jos) cu metoda descrisa la inceput (Fig.2-3). Se obtin
varfurile A,B si centrul O (Fig.27).

-se duc dimetrii conjugati ai viitoarei elipse, AC si BD (din OA si OB). problema este sa gasim
punctul de tangenta T, avand dimetrii conjugati si o directie data (verticala t)

Fig.26

Fig.27
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Problema se rezolva prin afinitate

-se construiesc axele elipsei, cunoscand diametrii conjugati AC si BD

-se duce perpendiculara (c) din A pe BD si luam AE=AF=0D=0B (avem E,F)
-se duce bisectoarea (b) a unghiului EOF si perpendiculara pe aceasta (c)
-(b) si (c) determina directia axelor elipsei

OE+OF . OE—-OF . -
= semiaxa mare 0G=b= =semiaxa mica

-OH=a=
2 2

Avand semiaxele (OH si OG) si directiile lor (b, c) se traseaza elipsa cu diametrii conjugati
AC,BD.

Aflarea punctului de tangenta T

Fie o elipsa (e) data prin semiaxele a=0A, b=0B si o directie (t). sa aflam punctul de
tangenta dintre paralela la directia (t) si elipsa (e).

-OA este axa de afinitate dintre elipsa si cercul afin (c). directia (t) taie pe OAn S

-cercul afin (c) este cu centrul in O si raza OA

Elementele din planul elipsei-rosu
-se duce afina (t;) in planul cercului

-JH si KG sunt afine si se taie pe axa afinain S
-se duce OE perpendicular pe (t; ), rezulta punctul E
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-tangenta la cerc in E, taie axa afinitatii in s.
-se duce D in planul elipsei, afinul lui E in planul cercului (BD si CE sunt afine si se taie in s)
-rezulta sD tangenta la elipsa in punctul D.
Fig.31

Sa aplicam constructia pe elipsa (e)
avem diametrii BD si AC (Fig.33) ‘ .
-directia tangentei (t) ‘,‘ ol |
-semiaxele OH si OG />\\\ /
-axa afinitatii OS (axa mare) ~" } ~—"
-construim cercul afin (c) o< :
-construim afina directiei (t) \E};\\ o N\ ,,,;jﬁ/
-(t) taie axa afinitatiiin S
-luam | pe OS
-GL si JK sunt afine si rezulta SK=(t; )-afina directiei (t)
-se duce din O perpendiculara pe (t;)-rezulta E pe cercul (c)
-se gaseste afinul punctului de tangenta E-rezulta punctul T
ET si MN sunt afine, deci T este punctul cautat
T este punctul de tangenta dintre cele 2 elipse simetrice fatd de tangenta comuna.
s-a verificat prin afinitate constructia facuta acum 50 de ani cu rigla si compasul, urmand
acelasi procedeu. Se continua cu simetria fata de planul de simetrie care trece prin T si avem
corpul simetric din dreapta. Apoi se obtin si celelalte 2 corpuri si procedura se repeta-
pentru gasirea punctelor de tangenta.

Fig.32

//“‘ ’/ \




Fig.31 o alta vedere spatiala, unde fetele sunt colinare si simetrice, ca diagonalele
unui dreptunghi.

(realizata in 1976, cand studiam geometria conicelor, pentru examenul de admitere
la Arhitectura)

lata o constructie realizata Tn 15 minute cu Solid Works

Programele evoluate CAD folosesc algebra Bool, si functiile puternice de unire, scadere si
intersectie; la fel, problemele de tangenta se rezolva rapid si sectiunile prin corpuri sunt
obtinute imediat.

Am facut o incursiune in timp, am readus geometria clasica, laborioasa, dar fascinanta si am
ajuns la acelasi rezultat uimitor prin mai multe procedee.

Larg in limba ebraica este rahav (Strong# 7337). Apare si in istoria lui losua, cand a cucerit
lerihonul (losua 2.1), cand curva Rahav a ascuns iscoadele trimise de losua si si-a largit inima,
caci a ajutat la cucerirea cetatii intarite-lerihonul. Sa revenim la cub.

n Apocalipsa 20,9 apare ca fata largd a pdmantului, iar in Apoc. 21,16 apare de 2 ori
ca dimensiunea Templului nou, cetatea sfanta, Noul lerusalim. Aici, cele 3 dimensiuni ale
cetatii sunt egale: Cetatea era in 4 colturi, si lungimea era cdt ldrgimea. A mdsurat cetatea
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cu trestia si a gdsit aproape 12000 de prdjini. lungimea, ldrgimea si indltimea erau
deopotrivd. Aici apare cubul in constructia cetatii sfinte. Cortul lui Moise dar si Templul lui
Solomon aveau dimensiunile unei prisme, care respectau proportia 1/3, aproape de
numarul de aur-treimea. Vedem ca ultima cetate din vesnicie-Noul lerusalim este de forma
unui cub, cu laturile egale. Cubul este simplu si miraculos, asa cum am vazut, pe el se
construiesc cele 5 solide platonice descrise mai sus. Cresterea uniforma-egala pe cele 3
directii, arata armonia divina, la care si noi suntem chemati, ca si credinciosii Domnului.
Aceasta crestere armonioasa am vazut-o si la spirala logaritmica-spira mirabilis,

descoperita de Descartes. Jokob Bernoulli a gravat-o pe mormant si a pus citatul celebru
Eadem, mutato resurgo (desi schimbat ma ridic la fel). Am vazut la studiul spiralei, ca sotia
si copii lui aveau nadejdea revederii la Rapirea Bisericii, conform Bibliei, care vorbeste
despre invierea mortilor (1 Cor.15,51-52/1 Tes. 4,15).

in Ezechiel 41, 42 se descrie un Templu, viitor, care va fi construit in Tmparatia mileniului,
dupa rapirea Bisericii. Vedem la fel, acelasi cub, cu ...cele 4 laturi de jurul imprejurul casei.
Lungimea era de 500 de prdjini si IGtimea de 500 de prdjini. (Ez. 42,20)

S-ar putea merge mai departe cu cele 3 laturi ale cubului-s-ar putea sa comparam armonia
cubului cu Trinitatea divina, sau sa admitem ca si grecii, sau savantii din Renastere, ca
Dumnezeu guverneaza si construieste planetele dupa raportul de aur. Sunt ganduri prea
indréznete, care 1l limiteaza pe Creatorul Universului. Vom vedea in istoria poliedrelor, cum
savantii le-au atribuit trasaturi divine, chiar si Kepler, care a descoperit legea miscarii
planetelor, a cazut in aceasta aventurda. Vom vedea cum mai tarziu, Newton a calculat, cu
legea atractiei universale, razele si spatiile interplanetare.

Dualitatea celor 5 poliedre

|
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Cubul si octaedrul/dodecaedrul si icosaedrul sunt duale-reciproc, iar tetraedrul este dual
cu el insusi (daca se unesc centrele fetelor se obtin alte solide diferite-exceptia tetraedrul)
Dualismul este util in geometria de mai sus, cdci daca ai unul, unesti centrele fetelor si
obtii dualul, fara alte constructii si calcule. Din cubul mare-rosu (latura =8), s-au obtinut
dodecaedrul (latura=3,056) si icosaedrul (latura 4,944). Am vazut ca aceste doua nu se pot
inscrie in aceeasi sfera. Doua solide duale, nu se pot inscrie in aceeasi sfera (unul este mai
mic decat altul)
Acest principiu-geometric se extinde si in sfera spirituala. Biblia spune ca nu poti servi la 2
stapani. Am vazut mai sus geometria corpurilor duale. Ele nu pot intra in aceeasi sfera. Desi
din cubul mare-rosu cu latura=8, au iesit si icosaedrul si dodecaedrul, cele 2 nu se nscriu in
aceeasi sfera. Ca sa intre in sfera, a fost necesara ruperea raportului de aur

licos_4,94-4- _ 8 Q

lgod 3,056 4,944
s-a facut o reductie a cubului mare cu 9,8% a laturii cubului de pornire (de la 8 la 7,825)
Biblia spune in Matei 6,24: Nimeni nu poate servi la doi stdpdni. Caci sau va urf pe unul si va
iubi pe celalalt, sau va tinea la unul si va nesocoti pe celdlalt. Nu puteti sluji lui Dumnezeu si
lui Mamona.

Dualismul, sau ecumenismul, amestecarea aspiratiilor, a stapanilor, dar si a credintei
adevarate, sunt nefericite si contrazic adevarului din Scripturi.

Yin-Yang (alb-negru) si Poarta Sarutului de Brancusi, arata dualismul periculos. Poti privi pe
poarta 2 semicercuri, care se unesc intr-un sarut (iubita-iubit), dar marele artist a dorit sa
arate sarutul lui Isus cu luda, la fel ca simbolurile chinezesti.

Din adevar (alb) nu poate iesi minciuna, dar si reciproc este adevirat. In viata -omului
pierdut se produce o schimbare, el este transformat, prin credinta in jertfa Domnului, la
Calvar, trece din starea de pacat-negru in alb (copil al lui Dumnezeu), se produce miracolul
numit Tn Biblie nasterea din nou (loan 3,3-7).
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Istoria poliedrelor
(Euclid si Scoala din Atena de Rafael, unde Bramante pozeaza ca Euclid-Palatul Vatican)

Euclid
(325-265 BC)

Desi se numesc platonic-solides, nu exista indicii prin care Plato (428-348 BC) le-ar fi folosit
pe toate 5. La el nu apare dodecaedrul. Plato I-a avut student pe Aristotel (384-322). Dupa
multe evidente, se pare ca Euclid a fost printre primii care a studiat si a construit poliedrele
regulate. El le-a definit in cartea sa celebra Elementele. Dupa el au venit alti matematicieni
celebri care au preluat cunostintele sale. Arhimede (287-212 BC), Heron din Alexandria (62
AD), Pappus (290-350 AD) apoi arabii, care-au preluat scrierile grecilor-dupa ce a ars
Biblioteca din Alexandria (642 AD), au dus mai departe aceste cunostinte matematice.

Pappus si Fibonacci, cu o pagina din Liber Abaci-unde el a promovat cifrele arabe in Europa

Dupa dark ege -evul mediu (1000 de ani), stiinta revine in Europa si italienii sunt primii care
o promoveaza. Fibonacci (1170-1240-1250), ca si Pappus, descrie in cartea Practica
Geometriae, modul de calcul al volumelor si construieste grafic cele 2 solide duale
(Dodecaedrul si icosaedrul).
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Leonardo Pisano-Fibonacci a fost trimis de tatal sau Bonaccio (negustor, a fost numit consul
asupra comunitatii de comercianti din Pisa, in portul nord-african Bugia -acum Bejaia,
Algeria) sa studieze matematica cu un maestru arab. Mai tarziu a mers in Egipt, Siria, Grecia,
Sicilia si Provence, unde a studiat diferite sisteme numerice si metode de calcul. S-a ocupat
de ecuatiile diofantice, a introdus secventa -seria Fibonacci, care leaga seriile numerice de
constructiile geometrice ale numarului de aur si obtine progresia celebra 1,1,2,3,5,8,13,21

.unde Uy = Up_q + Uy si lim =@=1 618
n=oo
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Piero della Francesca s-a nascut in orasul Borgo Santo Sepolcro, Toscana moderna. Tatal Piero
di Benedetto era un negustor prosper, si mama sa Romana di Perino da Monterchi, era
descendenta a familiei nobiliare florentine si toscane Franceschi. Tatal sau a murit Tnainte
de nasterea lui Piero, iar el a fost numit Piero della Francesca dupa mama sa, care era
numita ,la Francesca” din cauza casatoriei ei cu familia Franceschi.

Piero a fost un pictor celebru, inaintea titanilor Michelangelo, Rafael si Leonardo. A pictat si
in Florenta unde i-a intalnit pe Fra Angelico, Luca della Robbia, Donatello si Brunelleschi. A
fost chemat si la Roma unde sub comisionul papei a pictat cateva lucrari-fresco, la Vatican,
care s-au distrus. Unele fresce au rdmas in bazilica Santa Maria Maggiore, din Roma. In
ultimii ani, Perugino si Luca Signorelli i-au vizitat atelierul. La Urbino i-a intalnit pe Luca
Pacioli si pe Leon Batista Alberti, celebru om de cultura, poet, arhitect si filozof.

Interesul profund al lui Piero pentru studiul teoretic al perspectivei si abordarea
contemplativd a picturilor, sale sunt evidente in toatd opera sa. in tinerete, Piero a fost
instruit In matematica, ceea ce cel mai probabil a fost pentru a face negustorie.

Trei tratate scrise de Piero au supravietuit pana in zilele noastre: Trattato d'Abaco
(Tratat de algebra), De quinque corporibus regularibus (Despre cele cinci solide regulate) si
De Prospectiva pingendi (Despre perspectiva in pictura).
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Madona di Brera (Pinacoteca-Milano)-(1) Botezul lui Isus-National Gallery-London (2) Fecioara cu
Pruncul intronat-Clark Institute-Massachussets (3)
Picturile lui Piero sunt diverse, de la scene biblice la portrete si cladiri cu perspective precis
desenate. Desi in umbra marilor maestri, el uimeste prin diversitate, prin forta si simplitatea
expresiei, dar mai ales prin tehnica deosebita, Tmbinatda cu matematica si arhitectura.
Cunostintele lui vaste, il prezinta ca un invatat de talia lui Leonardo, pe care-l depaseste in
cunostintele matematicii. Faptul ca el |-a studiat pe Arhimede si a construit conice si solidele
lui Platon, ne arata vasta sa cultura, bogata, diversa, exceptionala.
Subiectele abordate in scrierile sale includ aritmetica, algebra, geometrie si lucrari
inovatoare atat in geometria n spatiu, cat si in perspectiva. O mare parte din munca lui
Piero a fost mai tarziu absorbita in scrierile altora, in special al Luca Pacioli, care i-a copiat
lucradrile.. Lucrarea lui Piero despre geometria solidelor a fost tradusa in Divina proportione
a lui Pacioli, o lucrare ilustrata de Leonardo da Vinci. Biografii patronului sau, Federico da
Montefeltro din Urbino (ducele) sustin ca a fost incurajat sa urmareasca interesul n
perspectiva, care era impartasit de duce. La sfarsitul anilor 1450, Piero a copiat si ilustrat
urmatoarele lucrari ale lui Arhimede: Despre sfera si cilindru, Masurarea unui cerc, Despre
conoide si sferoide, Despre spirale, Despre echilibrul planurilor, Quadratura parabolei.
Luca Pacioli a fost un calugar franciscan, nascut in Sansepolcro-provincia Arezzo-
Toscana. A fost pasionat de finante si matematici si a dat lectii private la diferiti copii de
nobili si negustori.
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Tn 1494, prima sa carte, Summa de arithmetica, geometria, Proportioni et proportionalita,
a fost publicatd la Venetia. In 1497, a acceptat o invitatie din partea ducelui Ludovico Sforza
de a lucra la Milano. Acolo I-a cunoscut, a predat matematica, a colaborat si a trait cu
Leonardo da Vinci. Tn 1499, Pacioli si Leonardo au fost fortati s3 fugd din Milano cand
Ludovic al Xll-lea al Frantei a pus mana pe oras si-a alungat pe conducatori si pe guvernanti..
Caile lor par sa se fi despartit in cele din urma n jurul anului 1506.

Proportioni et proportionalita (a doua editie) a fost o versiune rescrisa a uneia dintre
lucrarile lui Piero della Francesca. Al treilea volum din Divina proportione (Venetia, 1509)a
lui Pacioli a fost o traducere in italiana a cartii in latind a lui Piero della Francesca De quinque
corporibus regularibus (Cele 5 corpuri regulate). In niciunul dintre cazuri, Pacioli nu a inclus
contributia lui Piero. El a fost aspru criticat pentru acest lucru si acuzat de plagiat de catre
istoricul de arta si biograful din secolul al XVI-lea Giorgio Vasari.

Leonardo a desenat pentru Pacioli si astfel au reusit o capodopera, care a ramas un simbol
al studiilor de estetica si proportii pana in ziua de astazi.




lata cuvintele de admiratie si de inceput, ale autorului-
Pacioli, catre ducele Ludovico Sforza, (1452-1508), din
Milano, protectorul artelor si culturii.

Excelent duce, mi se pare ca titlul potrivit pentru
acest tratat trebuie sd fie Proportia divind. Acest lucru se
datoreazd faptului cd existd foarte multe atribute similare
pe care le gdsesc in proportia noastrd, toate potrivite lui
Dumnezeu Tnsusi, care este subiectul discursului nostru
foarte util. Dintre cele multe, voi lua patru ca fiind suficiente
pentru scopul nostru.

Primul este ca este unul singur si nu mai mult. Si nu
este posibil sd-i acorddm specii diferite, nici diferente.

Aceastd unitate, conform tuturor scolilor teologice si
filozofice, este epitetul suprem al lui Dumnezeu Tnsusi.

Al doilea atribut este cel al Sfintei Treimi. Adicd, asa cum in divin existd trei persoane
in aceeasi substanta: Tatdl, Fiul si Duhul Sfént, ,,una si acelasi” proportie de acest fel implicd
intotdeauna trei termeni si niciodatd nu este nevoie de mai mult, nici mai putin pentru a o
gdsi, asa cum vom vedea mai tdrziu.

Al treilea atribut este cd, la fel cum Dumnezeu nu poate fi definit in mod
corespunzdtor si nici nu poate fiinteles prin cuvinte, la fel si aceastd proportie a noastrd nu
poate fi desemnatd niciodatd prin numere inteligibile si nici nu poate fi exprimatd prin nicio
cantitate rationald, ci rdmdne intotdeauna ocultd si secretd si este numitd de matematicieni
irationald.

Al patrulea atribut este cd, la fel cum Dumnezeu nu se poate schimba niciodatd si
este totul in toate si totul pretutindeni, la fel proportia noastrd actuald este intotdeauna in
orice cantitate, fie ea mare sau micd, este una si intotdeauna invariabild si nu existd nicio
cale ca aceasta sG poatd fi schimbatd si nici nu poate fi invatata altfel de intelectul nostru,
asa cum va ardta discutia noastrd.

Un al cincilea atribut poate fi addugat pe deplin la cele de mai sus. Aceasta este: asa
cum Dumnezeu a transmis fiinta virtutii ceresti printr-un alt nume, numitd a cincea esentd
si prin ea celorlalte patru corpuri simple, (adicd cele patru elemente: pdmdnt, apd, aer si foc)
si prin acestea El a conferit fiinta oricdrui alt lucru din naturd, de asemenea, aceastd
proportie sfdntd a noastrd da fiinta formald, (conform bdtrdnului Platon cdtre Timaeus)
cerului insusi, conferindu-i figura corpului numit Dodecaedru sau corpul cu doudsprezece
pentagoane, care, dupd cum se va ardta mai jos, este imposibil de format fdara proportia
noastrd. Si, Tn mod similar, atribuie, proportie sau Dumnezeu, fiecdruia dintre celelalte
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elemente, propria formd specificd, corpuri deloc asemdndtoare intre ele: adicG sd ardd
figura piramidald numitd tetraedru; pdmant figura cubicd numitd Hexaedru; la aer, figura
numitd Octaedru; iar la apd, pe cel numit Icosaedru. Aceste forme si figuri sunt toate numite
de intelepti corpuri regulate, deoarece vor fi tratate individual mai jos. Fdrd proportia
noastrd nu este posibil sd le compardm intre ele si nici nu pot fi inscrise intr-o sferd; toate
acestea vor apdrea mai jos. Fie ca aceste caracteristici sd fie suficiente pentru introducerea
prezentului compendiu, desi multe altele ar putea fi mentionate.

Cu privire la Numirea sa demnd (titlul lucrdrii) (Capitolul Vi)

Excelent Duce, aceastd proportie a noastrd este de o asemenea calitate si de o
excelentd demnd cdt s-ar putea spune vreodatd, din cauza puterii sale infinite; incdt fara
cunostinta ei foarte multe lucruri demne de admirat nu ar fi putut iesi la iveald in orice altd
stiintd. Acest dar i-a fost acordat prin natura invariabild a principiilor superioare, asa cum a
spus faimosul nostru matematician si marele filosof Campanus despre cap. 10 din 14 [cartea
lui Euclid]. Mai ales cdnd se vede cd este ceea ce reuneste, cu o anumitd simfonie irationald,
corpuri atdt de diverse in dimensiuni, multitudini de suprafete si forme. Dupd cum va fi
inteles in continuarea noastrd, prin scoaterea la iveald a efectelor uimitoare, care nu trebuie
sd fie numite naturale, ci cu adevdrat divine.
concluzii
1. ,Este unul singur si nu mai mult”. Pacioli compara valoarea unica a Raportului de Aur cu
faptul ca unitatea este trasatura suprema a Dumnezeirii.

2. Pacioli gaseste o asemanare intre faptul ca definitia Raportului de Aur implica exact trei
lungimi (AC, CB si AB) si existenta unei Sfinte Treimi, a Tatalui, Fiul si Duhul Sfant.

3. Lui Pacioli, faptul ca Dumnezeu este nemarginit si de nepatruns si faptul ca Raportul de
aur este un numar irational sunt echivalente

4. Pacioli compara omniprezenta si invariabilitatea lui Dumnezeu cu Raportul de Aur, care
are valoarea intotdeauna aceeasi si nu depinde de lungimea liniei care se imparte sau de
dimensiunea pentagonului in care rapoartele de lungimi sunt calculate.

5. Al cincilea motiv dezvaluie o viziune si mai platonica asupra existentei decat a exprimat
insusi Platon. Pacioli afirma ca, asa cum Dumnezeu a creat intregul cosmos prin cea de-a
cincea esenta, reprezentata de dodecaedru, tot asa este Raportul de Aur la dodecaedru,
deoarece nu se poate construi dodecaedru farad Raportul de Aur. El adauga ca este
imposibila comparatia celorlalte patru solide platonice (reprezentand pamant, apa, aer si
foc) unul fata de celalalt fara Raportul de Aur.

Din prefata lui Pacioli rezulta admiratia suprema, dusa la extrem-misticism, asupra
proportiei de aur, pe care o aseamana cu trasaturile divine. Desigur, cazut in extaz, fara sa
patrunda indeajuns toate trasaturile geometrice ale celor 5 corpuri, Pacioli exagereaza. El
preia conceptele vechi si pagane, inventate de greci-Pitagora si Platon, prin care solidele
platonice erau asemenea focului, apei, pamantului si aerului (dodecaedrul era culmea
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creatiei-, adica Universul). Aceste afirmatii-exagerate au fost preluate si de alti ganditori,
care au urmat, Johannes Kepler si Galilei. Tn adevar, pentagonul, numérul 5 si apoi cele 5
corpuri se leaga intre ele prin proportia de aur, pe care am studiat-o separat in detaliu. Fara
numarul de aur nu avem pentagon si dispar doua din cele mai desavarsite corpuriicosaedrul
si dodecaedrul. Dupa cum am vazut Tn studiul nostru, cubul le tine pe toate 5, pe structura
lui ascunsa, se construiesc pe rand celelalte 4, care sunt duale doua cate doua (cubul cu
octaedrul si ultimele doua).

Alte desene de Leonardo in Divina Proportione
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lata ce afirma Giorgio Vasari despre cartea lui Pacioli, care a tradus opera lui Piero, fara sa-
i mentioneze numele (desi a fost elevul lui Piero!)

(Piero...).....a fost considerat un mare maestru al problemelor solidelor regulate, atdt
aritmetice cat si geometrice, dar a fost impiedicat de orbire, care I-a cuprins la bdtrénete,
iar apoi prin moarte, facdnd necunoscute strdlucitele sale cercetdri si numeroasele cdrti pe
care le-a scris. Omul care ar fi trebuit sd facad tot posibilul pentru a spori reputatia si faima
lui Piero (adica Pacioli n.a.), deoarece Piero I-a invdtat tot ce stia, a incercat cu rusine si
rdutate sd steargd numele profesorului sdu si sG uzurpe pentru sine cinstea care i-a apartinut
in intregime lui Piero; pentru cd a publicat sub nume propriu, care era Fra Luca dal Borgo
(Pacioli n.a.), toate cercetdrile facute de acel admirabil bdtrdn, care a fost un mare pictor,
precum si un expert in stiinte.... (au rdmas necunoscute n.a.)

Aceste dispute (de plagiaturi), de acum 5 secole nu sunt singure in istorie...la fel L" Hospital
i-a luat faima lui Johann Bernoulli si cati altii au profitat de munca altora...
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Un alt personaj celebru in Renasterea europeana vine din Germania, de unde reforma lui
Luther s-a aprins ca o faclie in toata Europa nordica. Este marele gravor si pictor Albrecht
Diirer (1471-1528), prieten si adept a lui Luther, poate cel mai de seama artist german.

autoportrete (1493)

la 13 ani (1484-Albertina -Vie

na) (1491) )
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(1493-Louvre-Paris) (la 26 ani-Prado-Madrid)
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Direr s-a nascut la 21 mai 1471, in Orasul Imperial Nuernberg, fiul unui bijutier
harnic. La nouasprezece ani, el deja a demonstrat talente si abilitati ca pictor si desenator
de gravura in lemn care le-a depasit pe cele ale profesorului sau, pictor si ilustrator de carte
de frunte din Nuernberg, Michael Wolgemut.

Direr s-a hotarat sa plece prin Europa, ca sa invete arta si stiinta. Astfel intre 1490-
1494 (Wanderjahre), a calatorit prin Frankfurt, Basel, Strassbourg si Colmar (Franta). Revine
la Nuernberg, unde se casatoreste cu Agnes Frey, fiica unui mester bogat.

Pleaca in Italia (1494-1495)-tara artelor, fiind convins ca matematica, ,cea mai
precisa, logica si mai constructiva din punct de vedere grafic dintre stiinte”, trebuie sa fie
un domeniu important al artei. Vizita sa la Venetia, ii aduce ceea ce el astepta. intalnirea lui
Diirer cu fondatorul Scolii Venetiene de pictura, Giovanni Bellini (1437-1516), a lasat o
adanca impresie asupra tanarului artist, iar admiratia lui pentru Bellini a persistat pe tot
parcursul vietii lui. Aici il intalneste pe Jacopo de' Barbari, care a pictat minunatul portret al
lui Luca Pacioli, a cunoscut lucrarea matematica a lui Pacioli si pasiunea acestuia pentru
arta. De la Barbari, Direr invata metoda proportiilor la corpul uman, care au fost construite
prin metode geometrice. Apoi a plecat din nou la Italia (1505-1507), cu scopul de a-si largi
orizonturile artistice si matematice. Direr s-a intalnit probabil cu Pacioli insusi, la Bologna.
ntr-o scrisoare din acea perioad3, el fsi descrie vizita la Bologna ca fiind ,,de dragul artei,
caci exista unul acolo care ma va instrui in arta secreta a perspectivei.” Misteriosul ,,unul”
din Bologna a fost interpretat de multi ca referindu-se la Pacioli.

Tncepand cu 1495, Diirer a ardtat un interes mare pentru matematici. A petrecut
mult timp studiind Elementele (o traducere latind obtinuta la Venetia, desi vorbea putin
latina), lucrarile lui Pacioli despre matematica si arta, precum si lucrarile importante despre
arhitectura, proportie si perspectiva ale arhitectului roman Vitruvius si ale lui Leon Baptista
Alberti (1404-1472).

Contributiile lui Direr la istoria Proportiei de Aur vin ambele prin scrieri si prin
picturd. Principalul sau tratat, Unterweisung der Messung mit dem Zirkel and Richtscheit
(Tratat despre masurarea cu compasul si rigla-4 volume), a fost publicat in 1525 si a fost
printre primele carti de matematica publicate in limba germana. Aici, Diirer se plange ca
prea multi artisti nu cunosc geometrie, ,,fdrd de care nimeni nu poate fi sau deveni un artist
absolut.” Primul volum ofera descrieri ale constructiei diferitelor curbe, inclusiv spirala
logaritmica (sau echiunghiulara), care este, dupa cum stim, strans legata de Raportul de Aur.
A doua carte contine metode precise si aproximative pentru construirea multor poligoane,
inclusiv doua constructii ale pentagonului (una exacta si una aproximativa). Solidele
platonice, precum si alte solide, unele din inventia proprie a lui Direr, impreuna cu teoria
perspectivei si a umbrelor, sunt discutate in cartea a patra. Cartea lui Direr nu a fost
destinata ca manual de geometrie. Mai degraba, Direr incepe intotdeauna cu o aplicare
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practica si apoi continua cu o expunere a aspectelor teoretice de baza. Cartea contine unele
dintre primele prezentari ale poliedrelor desfasurate in plan.

Diirer si-a amestecat virtuozitatea, cu interesul sau pentru matematica in gravura pe metal-
cupru, alegoria enigmatica ,,Melancolia”(muzeul de Stat-Berlin).
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Aceasta este una din cele 3 gravuri magistrale (cealalta doua fiind ,,Cavalerul, Moartea si
Diavolul” si ,,Sfantul leronim in studiul sdu”). Se pare ca Diirer a creat imaginea intr-o criza
de melancolie, dupa moartea mamei sale. Figura centrala din ,,Melancolia” este o femeie
Tnaripatd, asezatd aplecat si descurajatd pe o margine de piatra. In mana dreaptd tine un
compas, deschis pentru masurare. Majoritatea obiectele din gravura au multiple simboluri,
sensuri si articole intregi au fost dedicate interpretarii lor. Oala pe focul din mijloc stanga
iar scara de sus reprezenta alchimie. ,Patratul magic” in dreapta sus (in care fiecare rand,
coloana, diagonald, numerele din cele patru colturi se aduna la 34; se crede ca reprezinta
un numar Fibonacci). Intrarile din mijloc in randul de jos face 1514, data gravurii.

Scopul principal al gravurii, cu figurile sale geometrice, cheile, liliacul, peisajul marin par a fi
reprezentarea melancoliei care il invaluie pe artist, care sta pe ganduri, pe fondul indoielilor
cu privire la viata si viitor, Tn timp ce timpul, reprezentat de clepsidra din varf, trece mai
departe.
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Solidul ciudat din mijlocul stang al gravurii a fost subiect de discutie serioasa si diverse
incercari de reconstructie. La inceput vedere arata ca un cub din care au fost doua colturi
opuse taiat. Majoritatea cercetatorilor concluzioneaza ca este cunoscut sub numele de

65



romboedru (un solid cu sase laturi cu fiecare latura in forma de romb), care a fost trunchiat
astfel incat poate fi circumscris de o sfera. Cand se sprijind pe unul din triunghiul sau fete,
fata sa se potriveste exact In patratul magic. Unghiurile din fatd de solid au fost, de
asemenea, o chestiune de dezbatere, Ce modalitate mai buna si-ar putea dovedi Direr
abilitatea Tn acest domeniu, decat sa includa intr-o gravura o forma atat de noua si poate
chiar unica, si sa lase intrebarea (pentru alti geometristi), ce a fost si de unde a venit?

Sfantul leronim n studiul sau-1514
(national Gallery-Edinburh-Scotland)

Cavalerul, Moartea si Diavolul-1513
(Cabinetul de stampe-Strassbourg)

Cu exceptia operei influente a lui Pacioli si a interpretarilor matematice-artistice ale
pictorilor Leonardo si Direr, secolul al XVI-lea nu a adus alte evolutii surprinzatoare in
povestea Raportului de Aur. in timp ce cativa matematicieni, inclusiv italianul Rafael
Bombelli (1526-1572) si spaniolul Franciscus Flussates Candalla (1502-1594) au folosit
raportul de aur intr-o varietate de probleme care implica pentagonul si solidele platonice,
dar aplicatiile interesante au trebuit sa astepte chiar sfarsitul secolului. Cu toate acestea,
lucrarile lui Pacioli, Diirer si altii au reinviat interesul pentru platonism si pitagorism. Dintr-
o data, intelectualii Renasterii au vazut o oportunitate reald de a raporta matematica si
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logica rationala la universul din jurul lor, in spiritul viziunii platonice asupra lumii. Concepte
precum ,Proportia Divinda” au construit, pe de o parte, o punte intre matematica si
functionarea cosmosului si, pe de alta parte, o relatia dintre fizica, teologie si metafizica.
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Persoana care, in ideile si lucrarile sale, exemplifica mai mult decat oricare altul acest
fascinant amestec de matematica si religie a fost Johannes Kepler (1571-1630)

Casa natala din Weil

Johannes Kepler este cel mai bine amintit ca un astronom remarcabil responsabil
(printre altele) pentru cele trei legi ale miscarii planetare. care 1i poarta numele. Dar Kepler
a fost si un matematician talentat, a metafizic speculativ si un autor prolific. Nascut intr-o
perioada de mare tulburari politice si haos religios, educatia, viata lui Kepler si gandirea au
fost modelate critic de evenimentele din jurul lui.

Kepler era nascut la 27 decembrie 1571, in Orasul imperial Weil der Stadt Germania
(acum parte a Regiunii Stuttgart, districtul Baden Wurtemberg, 30 km departare de
Stuttgart), in casa bunicului sau Sebald. Tatal sdu, Heinrich, un soldat mercenar, a lipsit de
acasa In cea mai mare parte a copilarie lui Kepler, iar in timpul scurtelor sale vizite a fost
vazut ca ,, raufacator, manios si certaret.” Tatal a plecat de acasa cand Kepler avea vreo
saisprezece ani, si nu I-a mai vazut niciodata. Se presupune ca a participat la un razboi naval
pentru Regatul Napoli si cd a murit mai departe in drumul lui spre casa. In consecintd, Kepler
a fost crescut mai ales de mama sa, Katharina, care lucra in hanul tatalui ei.

La varsta de sase ani, a observat Marea Cometa din 1577, scriind ca ,,a fost dus de mama
[sa] Intr-un loc Tnalt pentru a o privi.” Tn 1580, la varsta de noud ani, a observat un alt
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eveniment astronomic, un eclipsa de luna, inregistrand ca si-a amintit ca a fost ,chemat in
aer liber” pentru a o vedea si cd Luna ,,a aparut destul de rosie”. Cu toate acestea, variola
din copildrie I-a lasat cu vedere slaba si maini infirme, limitandu-i capacitatea in aspectele
de observatie ale astronomiei.

Katharina insasi a fost o femeie destul de ciudata si neplacuta, care strangea ierburi si
credea in puterile lor magice de vindecare. O serie de evenimente care implica personal
ranchiunele, barfele nefericite si lacomia au condus in cele din urma la arestarea ei la
batranete in 1620 si la acuzatie de vrajitorie. Asemenea situatii nu erau neobisnuite la acea
vreme, nu mai putin de 38 de femei au fost executate pentru vrajitorie in Weil, in anii dintre
1615 si 1629. Kepler, care era deja bine cunoscut pe vremea ei, a reactionat la vestea
procesului mamei sale ,,cu nespusa suferintd.” El s-a ocupat efectiv de apararea ei, care a
durat 6 ani, solicitand ajutorul la facultatea juridicd de la Universitatea din Tiibingen. In cele
din urma, Katharina Kepler a fost eliberata dupa o lunga incercare, in principal in lumina
propriei ei marturii, sub amenintarea unei mari dureri si torturi. Aceasta poveste transmite
atmosfera si confuzia intelectuala care a predominat in perioada lucrarii stiintifice a lui
Kepler.

Katharina Kepler- statuie in Glglingen si scena de proces-vrajitorie sec XVII

i “\\
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Kepler s-a nascut intr-o societate, care a trecut (cu doar cincizeci de ani mai
devreme) prin reforma lui Martin Luther, care s-a rupt de biserica catolica, proclamand ca
singura justificare a oamenilor in fata lui Dumnezeu este credinta. Ramanem uimiti cum, cu
aceasta experienta si cu violentele suisuri si coborasuri ale vietii sale tumultoase, Kepler a
reusit sa faca o descoperire, care este considerata de multi drept adevarata nastere a
stiintei moderne.
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Kepler si-a inceput studiile la seminarul superior protestant de la Maulbronn si apoi
a castigat o bursa de la Ducele de Wirttemberg pentru a urma la Seminarul luteran de la
Universitatea din Tlbingen in 1589. Cele 2 subiecte care I-au atras cel mai mult si care n
mintea lui erau strans legate, au fost teologia si matematica. Pe vremea aceea astronomia
era considerata parte a matematicii si profesorul de astronomie al lui Kepler a fost marele
astronom Michael Maestlin (1550-1631), cu care a continuat sa mentind legatura chiar si
dup3 ce a parasit Tiibingen. Tn lectiile sale, Maestlin trebuie s fi predat doar traditionalul
Sistemul ptolemaic sau geocentric, in care planetele se invarteau in jurul stationarului
Pamant. Cu toate acestea, Maestlin cunostea pe deplin sistemul helio-centric al lui Nicolaus
Copernicus, (1473-1543), care a fost publicat Tnh 1543 si, in privat, a discutat despre meritele
unui astfel de sistem cu studentul sau favorit, Kepler.
Copernicus-polonez si Tycho Brahe(1546-1601) -danez

in Sistemul lui Copernic, sase planete se invartesc in jurul Soarelui. Kepler a
imbratisat imediat acest sistem. Ideea fundamentala a acestei cosmologii, aceea a unui
Soare central inconjurat de o sfera de stele fixe cu un spatiu intre sfera si Soare, se potrivesc
perfect in viziunea lui asupra cosmosului. Fiind o persoana profund religioasa, Kepler credea
ca universul reprezinta o reflectare a Creatorului sau. Unitatea Soarelui, a stelelor si a spatiul
intermediar simboliza pentru el o echivalenta cu Sfanta Treime a Tatalui, Fiului si Duhului
Sfant.

n timp ce Kepler a absolvit cu distinctie Facultatea de Arte si era aproape de a-si
termina studiile teologice, s-a intamplat ceva care i-a schimbat profesia din cea teologica in
cea de profesor de matematicd. Tn ciuda dorintei sale de a deveni pastor, aproape de
sfarsitul studiilor, Kepler a fost recomandat pentru un post de profesor de matematica si
astronomie la scoala protestanta din Graz. A acceptat functia in aprilie 1594, la varsta de 22
de ani.
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Seminarul protestant din Graz, Austria, a cerut Universitatii din Tibingen sa
recomande un Tnlocuitor pentru unul dintre profesorii lor de matematica care a murit, iar
universitatea l-a ales pe Kepler. in martie din 1594 Kepler a inceput asadar, fird s3 vrea, o
calatorie de o luna la Graz, in provincia austriaca Styria.

Dandu-si seama ca soarta 1l fortase sa urmeze cariera de matematician, Kepler s-a
hotarat sa-si indeplineasca ceea ce el considera ca fiind datoria sa crestind, sa inteleaga
creatia lui Dumnezeu, universul. Tn consecintd, el a aprofundat traducerile Elementelor
(Euclid) si lucrarile geometrilor greci Apollonius si Pappus. Acceptand principiul general al
sistemului heliocentric, a pornit sa caute raspunsuri la urmatoarele doua intrebari majore:
De ce au existat tocmai sase planete? si Ce anume a determinat cd orbitele planetare ar fi
distantate asa cum sunt? Aceste intrebari , de ce” si ,,ce” au fost cu totul noi in vocabularul
astronomic. Spre deosebire de astronomii dinaintea lui, care s-au multumit doar sa
inregistreze pozitiile observate ale planetelor, Kepler cauta o teorie care sa explice totul. El
a exprimat frumos aceasta noua abordare a cercetarii umane:

In cunoastere se intdmpld ca, pornind de la acele lucruri care afecteazd simturile,
suntem dusi de operarea mintii, cdtre lucruri superioare, care nu pot fi intelese cu simturile
noastre. Acelasi lucru se intdmpla si in astronomie, in care percepem in primul rédnd cu ochii
diferitele pozitii ale planetelor, in momente diferite si rationamentul apoi se impune asupra
acestor observatii si conduce mintea la recunoasterea formei universului.

Dar, se intreba Kepler, ce instrument ar folosi Dumnezeu pentru a-si proiecta
universul? Prima privire a ceea ce urma sa devina explicatia lui absurd de fantastica la aceste
intrebari cosmice i-a venit la iveala lui Kepler in 19 iulie 1595, cand incerca sa explice
conjunctiile planetelor exterioare, Jupiter si Saturn

Practic, si-a dat seama ca dacda a inscris un triunghi

echilateral in interiorul unui cerc si un alt cerc in interiorul Y /\
triunghiului, atunci raportul dintre raza cercului mare la raza )
celui mai mic era aproximativ acelasi cu raportul dintre o \

dimensiunile orbitei lui Saturn pe orbita lui Jupiter. Continuand
cu aceasta linie de gandire, el a decis ca pentru a ajunge pe orbita
lui Marte (urmatoarea planeta mai aproape de Soare), ar trebui
sa foloseasca urmatoarea figura geometrica, un patrat, inscris in
interiorul cercului mic. Facand acest lucru, totusi, nu a ajuns la marimea adevarata. Kepler
nu a renuntat si fiind deja pe un drum inspirat de viziunea platoniciana, ca ,, Dumnezeu
geometrizeazd intotdeauna”, era numai firesc pentru el sa faca urmatorul pas geometric si
sa incerce figuri in spatiu. Ultimul exercitiu a avut ca rezultat prima utilizare de catre Kepler
a corpurilor geometrice legate de Raportul de Aur.

Kepler a dat raspunsul la cele doua intrebari care I-au intrigat in primul sau tratat, cunoscut
sub numele de Mysterium Cosmographicum , care a fost publicat in 1597.
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Din desenele lui Kepler, se vad corpurilor inscrise unul in altul-prin dualism, apoi sferele
mare si mica, care se pare ca arata forma planetelor. Cubul-cel mai mare este primul, asa
cum am mai aratat, el este structura si scheletul pe care se construiesc celelalte 4 poliedre.
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geometrice regulate.”
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Raspunsul lui Kepler la intrebarea de ce au existat sase planete (Mercur, Venus, Pamantul,
Marte, Jupiter, Saturn) a fost simplu: pentru ca exista exact cinci solide platonice regulate.
Limitate, solidele determina sase distante, cu o sfera exterioara, care este granita
corespunzitoare cerului. Tn plus, Modelul lui Kepler a fost conceput astfel incat sa raspunda
in acelasi timp si la intrebarea cu privire la dimensiunile orbitelor.

Mysterium Cosmographicum al lui Kepler a dus la o intalnire intre el si Tycho Brahe
la Praga, pe atunci sediul Sfantului Imperiu Roman. Intalnirea a avut loc la 4 februarie 1600
si a fost preludiu la mutarea lui Kepler la Praga ca asistent al lui Tycho in octombrie din in
acelasi an (dupa ce a fost fortat sa plece din Graz-ul catolic, din cauza credintei lui luterane).

La sfarsitul lui septembrie 1600, familia Kepler a acceptat invitatia lui Tycho Brahe si
si-a mutat bagajele in orasul Praga, in doud vagoane. Kepler a ramas acolo nederanjat din
cauza credintei sale si, cu ajutorul lui Tycho Brahe, a acceptat un post de asistent la curtea
imperiald. Colaborarea celor doi oameni de stiinta la Praga si la Castelul Benatek s-a dovedit
dificila, desi diferitele lor talente s-au completat reciproc. Brahe a fost un observator
excelent, dar abilitatile sale matematice erau limitate. Excelentul matematician Kepler, in
schimb, a putut face observatii precise. Performanta matematica a lui Kepler I-a deranjat pe
Brache. Pentru a inrautati lucrurile, Brache a impartasit doar partial parerile astronomice
ale lui Kepler (si ale lui Copernic). Cand Brache a murit pe 24 octombrie 1601, Kepler a
devenit matematicianul imperial. Tycho a lasat un numar imens de observatii, in special
despre orbita lui Marte. Kepler au folosit aceste date pentru a descoperi primele doua legi
ale miscarilor planetare, numite dupa el.

Matematician al curtii imperiale din Praga (1600-1612)

Prima lege a lui Kepler spune ca orbitele dintre planetele cunoscute din jurul Soarelui
nu sunt cercuri exacte, ci mai degraba elipse, cu Soarele la un. O elipsa are doua puncte
numite focare, astfel ca suma distantelor oricarui punct de pe elipsa fata de cele doua
focarele este constanta.

A doua lege a lui Kepler stabileste ca planeta se misca cel mai rapid cand este cel
mai aproape de Soare (punctul cunoscut sub numele de periheliu) si cel mai lent cand este
cel mai indepartat (afeliu), in asa fel incat linia care uneste planeta cu Soarele matura zone
egale in intervale de timp egale

A fost nevoie de geniul lui Isaac Newton (1642-1727) pentru a arata ca forta care
tine planetele pe orbitele lor este gravitatia. Newton a explicat legile lui Kepler rezolvand
impreuna legile care descriu miscarea corpurilor cu legea gravitatiei universale. El a aratat
ca orbitele eliptice cu viteze diferite reprezinta o solutie posibila a acestor ecuatii. Eforturile
eroice ale lui Kepler in calculele orbitei lui Marte (multe sute de foi de aritmetica si
interpretarea lor; numite de el drept ,razboiul meu cu Marte”) sunt considerate de multi
cercetatori ca fiind nasterea stiintei moderne.
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Anii lui Kepler la Praga au fost extrem de productivi atat in astronomie, cat si in

matematicad. Lucrarea matematica a lui Kepler a mai produs cateva puncte importante in
istoria Raportului de Aur.
Combinatia elementelor rationale cu credinta crestina caracterizeaza toate eforturile lui
Kepler. Ca un filozof crestin, Kepler a considerat este ca datoria lui de a intelege universul
impreuna cu intentiile Creatorului lui. Ideile sale despre Sistemul Solar fuzioneaza puternic
cu numarul 5, pe care |-a adoptat de la pitagoreeni .

Kepler scrie despre raportul de aur: O particularitate a acestei proportii constd in
faptul cd o proportie similard poate fi construitd din partea mai mare si intreg; ceea ce
inainte era cea mai mare parte acum devine mai mic, ce a fost inainte intrequl acum devine
cea mai mare parte, iar suma de acestea doud are acum raportul intregului.

a_a+b . A e w e A a
(;=T) Acest lucru continud la nesfdrsit; proportia divinG rdméndnd mereu.

Cred cd aceastd proportie geometricd a servit drept idee Creatorului cdnd a creat Universul.
El a creat asemdndri din asemdnare, care continud si la nesfdrsit. Vad numdrul cinci in
aproape toate florile care conduc calea pentru un fruct, adicd pentru creatie, si care existd,
nu de dragul lor propriu, ci de dragul fructelor care urmeazd. Aproape toate florile de copac
pot fi incluse aici. Trebuie sd exclud poate Idmdile si portocalele, desi nu le-am vdzut
inflorirea si judec fructele sau boabele, care se impart mai departe in sapte, unsprezece sau
noud nuclee. Dar in geometrie, numdrul cinci, adicd pentagonul, este construit prin
intermediul proportiei divine, pe care doresc (si presupun a fi) prototipul pentru creatie. Mai
mult, existd intre miscarea Soarelui (sau, dupd cum cred, Pdmdntul) si cel al lui Venus, care
se afld la partea de sus a capacitdtii generative. Raportul de 8 la 13 care, asa cum vom auzi,
se apropie foarte mult de proportia divind. in sfarsit, conform lui Copernic, sfera Pdmdntului
se afld la jumdtatea distantei dintre sferele Marte si Venus. Se obtine proportia dintre ele
din dodecaedrul si icosaedrul, care in geometrie sunt ambele derivate ale proportiei divine;
pe Padmdntul nostru, totusi, are loc actul de procreare. Acum vedeti cum imaginea bdrbatului
si femeii provine din proportia divind. In opinia mea, inmultirea plantelor si ale animalelor
sunt in acelasi raport cu cele geometrice, proportie reprezentatd de segmente liniare si
proportie aritmeticd, exprimatd numeric.

Pur si simplu spus, Kepler credea cu adevarat ca Raportul de Aur serveste ca drept
instrument fundamental pentru Dumnezeu in crearea universului. Kepler era constient de
existenta proportiei de aur sia numerelor Fibonacci in aranjamentele de petale ale florilor.

Convins si multumit de efortul sau Kepler scria:

Acesta a fost ocazia si succesul muncii mele. Si cat de intensd a fost pldcerea mea de la
aceastd descoperire nu poate fi niciodatd exprimatd in cuvinte. Nu am mai regretat timpul
pierdut. Zi si noapte eram consumat de calculatoare sd vad dacd aceastd idee ar fi de acord
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cu orbitele copernicane, sau dacd treaba mea va fi dusd de vdnt... in cdteva zile totul a
functionat si am vdzut cum un corp dupd altul se potrivea exact. la locul sdu printre planete.

Anii relativ linistiti si fructuosi din punct de vedere profesional ai lui Kepler in Praga
s-au incheiat n 1611 cu o serie de necazuri. in primul rand, fiul siu Friedrich a murit de
variola, apoi sotia sa, Barbara, a murit de o febra contagioasa adusa de trupele austriece de
ocupatie. Tn sfarsit, imparatul Rudolph a fost destituit, abdicand de la coroan in favoarea
fratelui sau Matthias, care nu era cunoscut pentru toleranta sa fata de protestanti. Kepler a
fost deci nevoit sa plece la Linz in Austria.

Cununa lucrarilor lui Kepler la Linz a venit in 1619, cu publicarea celei de-a doua
lucrari majore despre cosmologie, Harmonice Mundi (Armonia lumii).
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n aceastd lucrare, Kepler a vorbit despre o lege armonici. El credea ci dezviluie o armonie
muzicald pe care Dumnezeu a imortalizat-o in sistemul solar.

,Sunt cuprins de o rdpire inexprimabild la spectacolul divin al armoniei ceresti. Cdci
vedem aici cum Dumnezeu, asemenea unui maestru ziditor uman, s-a apropiat de
intemeierea lumii conform ordinii si stapénirii.”

Kepler imparte Armonia lumii in cinci capitole lungi:

-primul este despre poligoane regulate;

-a doua este pe congruenta figurilor;

-a treia este despre originea proportiilor armonice Tn muzic3;

-a patra este despre configuratiile armonice in astrologie;

-a cincea este pe armonia miscarilor planetelor.

Capitolele 1 si 2 contin majoritatea contributiilor lui Kepler referitoare la poliedre.

Diverse poliedre, stelate si altele noi, numite poliedrele lui Kepler (Armonia Lumii) :
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Din desene se vede incad ideea veche preluata de la greci, cu cele 5 poliedre-simboluri.
Kepler imbind munca sa stiintifica, bazata pe masuratori si observatii cu ideile platonice,
confuze si mistice.

El este interesat in primul rand de modul in care poligoane, pe care le defineste ca fiind
regulate sau semi regulate, pot ajunge sa fie fixate impreuna in jurul unui punct central pe
un plan pentru a forma congruenta-egalitate. Obiectivul sau principal a fost sa fie capabil sa
clasifice poligoane pe baza unei masuri de sociabilitate, sau mai degraba, a capacitatii lor de
a forma congruenta-egalitate partiald, atunci cand sunt combinate cu alte poliedre.

in al doilea capitol este cea mai veche intelegere matematicd a doud tipuri de
poliedre stelare regulate, dodecaedrul stelat mic si mare (mai sus) ; ele vor fi numite mai
tarziu Poliedre Kepler si, impreuna cu doua poliedre regulate descoperite de Louis Poinsot
(1777 —1859- savant francez care a inventat mecanica geometrica), ca poliedre Kepler-
Poinsot . El descrie poliedrele in ceea ce priveste fetele lor, similar cu modelul folosit n
Timeus al lui Platon, pentru a descrie formarea solidelor platonice cu triunghiuri de baza.

Cartea prezinta ilustratii de solide si modele de placi-mozaicuri, dintre care unele
sunt legate de raportul de aur. in timp ce filozofii medievali vorbeau metaforic despre
,muzica sferelor”, Kepler a descoperit armonii fizice-muzicale in miscarea planetara.

n Biblie se spune ca stelele cantd cu oamenii: unde erai tu cdnd am intemeiat

pamdntul? ...atunci cénd stelele diminetii izbucneau in cdntdri de bucurie si cand toti
fiii lui Dumnezeu scoteau strigate de veselie? (lov 38,4-7)

El a descoperit ca diferenta dintre vitezele unghiulare maxime si minime ale unei
planete pe orbita se aproximeaza la o proportie armonica. De exemplu, viteza unghiulara
maxima a Pamantului masurata de la Soare variaza cu un semiton (un raport de 16:15), de
la mi la fa, intre afeliu si periheliu (distantele minima si maxima de la pamant la soare).
Venus variaza doar cu un interval mic de 25:24 (numit diezi Tn termeni muzicali).

Kepler explica motivul micului interval armonic al Pamantului: Pdmdntul cantd Mi,
Fa, Mi: poti deduce chiar si din silabele cd in aceastd casd a noastrd mizeria si foametea sunt
prezente.
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Corul ceresc pe care I-a format Kepler era alcatuit dintr-un tenor (Marte), doi basi
(Saturn si Jupiter), o soprana (Mercur) si alti doi (Venus si PAmant). Mercur, cu orbita sa
eliptica mare, s-a aratat ca poate produce cel mai mare numar de note, in timp ce Venus
era capabila doar de o singura nota, deoarece orbita sa este aproape un cerc.

La intervale foarte rare, toate planetele cantau impreuna intr-o ,,armonie perfecta”:
Kepler a propus ca acest lucru s-ar fi intamplat o singura data in istorie, poate la momentul
creatiei.
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Kepler ne aminteste ca ordinea armonica este mimata doar de om, dar are originea
in alinierea corpurilor ceresti:

In consecintd, nu vd veti mai mira cd o ordine foarte excelentd de sunete sau indltimi
intr-un sistem muzical, sau o scard, a fost stabilitd de oameni, deoarece vedeti cd ei nu fac
nimic altceva in aceastd afacere decdt sd cénte ca si maimutele lui Dumnezeu, Creatorul si
sd joace, parcd, o anumitd dramd a creatiei miscdrilor ceresti.

...,Sunt cuprins de o rdpire inexprimabild la spectacolul divin al armoniei ceresti. Caci
vedem aici cum Dumnezeu, asemenea unui maestru ziditor uman, s-a apropiat de
intemeierea lumii conform ordinii si stdpénirii.”

Tn cartea a V-a Kepler descoper3 ci toate, cu exceptia unuia dintre rapoartele vitezei
maxime si minime ale planetelor de pe orbite invecinate, aproximeaza armoniile muzicale
intr-o limita de eroare mai mica decat un diez (un interval de 25:24). Orbitele lui Marte si
Jupiter produc singura exceptie de la aceasta regula, creand raportul ne-armonic de 18:19.

Capitolul 5 include o lunga descriere despre astrologie. Aceasta este urmata imediat
de cea de-a treia lege a miscarii planetare a lui Kepler, care arata

Raportul dintre patratul perioadei orbitale a unui obiect cu cubul semiaxei majore a
orbitei sale este acelasi pentru toate obiectele care orbiteaza la fel. .(O proportionalitate
constanta intre cubul semi-axei majore a orbitei unei planete si patratul timpului perioadei
sale orbitale).

Cartea anterioara a lui Kepler, Astronomia nova, relata descoperirea primelor doua
principii cunoscute acum sub numele de legile lui Kepler.

Spre sfarsitul vietii sale agitate, Johannes Kepler a publicat ultima sa lucrare major3,
Tabulae Rudolfinae (Tabelele Rudolfice), la Ulm in 1627. El a evaluat notele lui Tycho Brahe
si a descris pozitiile planetelor cu o acuratete fara precedent. Erorile medii au fost reduse la
aproximativ 1/30 din valorile anterioare. Aceste tabele planetare si legile mecanice ceresti
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expuse in Epitome (rezumat-cuprins) au format cel mai convingator model de argumentare
pentru heliocentrismul contemporan si mai tarziu au servit lui Isaac Newton ca baza pentru
derivarea teoriei gravitatiei.

Kepler si Brahe-monument-Praga L R
Tabulae Rudolfinae ' ¢ k.
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ARy

N
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fanpih WEman' 3 of
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Corpurile platonice-Harmonice mundi
Kepler a murit la 15 noiembrie 1630 si a fost inmormantat la Regensburg. Potrivit vietii lui
tulburi, razboaiele au distrus total mormantul lui, fara urma. Din fericire, o schita dupa
piatra funerara, facuta de un prieten a supravietuit si contine Epitaful lui Kepler:
Masuram cerurile, Acum mdsor umbrele Pamdéntului Mintea mea era in ceruri, Acum umbra
corpului meu se odihneste aici.

Astazi, originalitatea si productivitatea lui Kepler sunt greu de inteles. Ar trebui sa
ne dam seama ca el a fost un om care a indurat uriase greutati personale, inclusiv pierderea
a trei dintre copiii sai Tn mai putin peste sase luniin anii 1617 si 1618.

Kepler a fost corectat de Newton care a explicat matematic distanta dintre planete,
prin legea gravitatiei. Kepler a fost un temerar, visator, dar si pasionat de Biblie, de legile
divine si de matematica.
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Tnchei cuincd o provocare intelectuald si cu solutia ei. De ce sunt numai 5 poliedre regulate?
lata rezolvarea:

Retinem ca numarul de muchii (M) a doua poliedre duale este acelasi, iar numarul
de varfuri (V) ale unui dual este numarul de fete(F) ale celuilalt dual (Euler: V+F=M+2. De
exemplu, duala unei prisme triunghiulare este o piramida triunghiulara (2 piramide
triunghiulare cu bazele atasate).

Dovada ca exista doar cinci solide platonice:

-pentru a avea un poliedru, cel putin trei fete sunt la fiecare varf (3 plane se taie intr-un
punct).

-suma unghiurilor de la fiecare varf trebuie sa fie mai mica de 360 de grade.

-solidele platonice folosesc numai fete poligonale obisnuite si este folosit un singur tip in
fiecare.

Daca folosim un hexagon obisnuit (6x6=360 grade) sau un poligon obisnuit cu mai
mult de 5 laturi, se va incalca una dintre regulile enumerate mai sus. Astfel, solidele
platonice sunt formate doar din pentagoane regulate (72 grade unghiul dintre laturi),
patrulatere (90 grade unghiul dintre laturi) si triunghiuri (60 grade unghiul dintre laturi).

Putem incadra trei pentagoane in jurul unui punct si nu mai mult (3x72=216-
dodecaedrul), asa ca avem unul pana acum. Putem potrivi doar trei patrate in jurul unui
punct si nu mai mult (3x90=270-cubul), asa ca acum avem doua. Putem potrivi de la trei
(3x60=180-tetraedrul), patru (4x60=240-octaedrul) pana la cinci triunghiuri echilaterale in
jurul unui punct, dar nu mai mult (5x60=300-icosaedrul). Aceasta adauga inca trei, asa ca
avem un total de cinci. Am epuizat toate cazurile, asa ca acestea sunt singurele cinci, care
sunt prezentate mai sus.

Deci avem 3x90=270 (cubul), 3x60=180 (tetraedrul), 4x60=240 (octaedrul), 5x60=300
(icosaedrul), 3x72=216 (dodecaedrul)

Am parcurs geometria siistoria poliedrelor regulate. M-am oprit mai mult la ultimele
doud, care sunt fascinante, ca forma, proprietati si constructie. Ele sunt guvernate de
raportul de aur (de la pentagon) si de cub. Primele 3 sunt mai simple si se studiaza in scolile
primare, la geometrie. Dupa cum am vazut, cubul le guverneaza pe toate, caci pe scheletul
lui se construiesc toate. Provocarea mea a fost sa le inscriu pe toate in aceeasi sfera. Multi
geometrii, incepand cu grecii, le-au pus pe rand in sfera, sau le-au obtinut pe unul din altul
prin dualitate, sau pornind dintr-un cub. Am folosit logos-ul reducere-constrangere si am
redus cubul mare-rosu (de la icosaedru) la unul mai mic-verde (la dodecaedru) in asa fel ca
toate sa intre in aceeasi sfera. Fara ajutorul programului geogebra, n-as fi reusit aceasta
performanta. Am lucrat cu 4 zecimale, suficiente ca sa obtin toate varfurile pe aceeasi sfera.

80



Am adus ca noutate si vietile marilor geometrii si artisti care s-au ocupat de poliedre, dar
mai ales, am scos la lumina si adevarurile care sunt gasite in Biblie (despre dualitate, cub si
4 dimensiuni). Studiul poliedrelor este inclus intr-un volum inca neterminat-Adevdrul si
Frumosul, care cuprinde Frumosul in armonie cu Adevarul. Imaginea poliedrelor, care se
rotesc in aceeasi sfera se impleteste cu adevarul matematic, exprimat prin ecuatii, prin
rapoarte, care reprezinta logos-ul-proportia, masura exacta. Aceste doua fete, prezentate
mai sus se regdsesc in persoana divina a Dumnezeirii si anume in Fiul lui Dumnezeu, Domnul
Isus. El este Adevarul (loan 14,7), dar si Cel mai Frumos dintre oameni (Psalmul 45,2)
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